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1 Die Differentialgleichung der homogenen schwingenden
Membran

Sei  ein beschriinktes Gebiet des R? (also offen, bogenweise zusammenhingend und nicht
leer) mit stiickweise glattem Rand I' := 0€Q. Wir betrachten eine elastische Membran,
welche das Gebiet ) bedeckt und auf dessen Rand I' fixiert (eingespannt) ist. Dabei
gehen wir davon aus, dass die Membran aus einem homogenen Material besteht und eine
vernachléssigbare Dicke aufweist. Die Membran ist beliebig stetig verformbar, allerdings
wirken elastische Krifte der Verformung zuwider. Weitere externe Kréfte gibt es keine.
Wir sprechen von einer eingespannten homogenen schwingenden Membran.

Sei B

u: QxRsg — R
(x7y7t) — u(x7 y7t)

die Auslenkung der Membran im Punkt (x,y) € Q zur Zeit t. Physikalische Betrach-
tungen ergeben, dass unter den beschriebenen Bedingungen die Funktion u der folgenden
partiellen Differentialgleichung geniigen muss:

0? 0? 0?

32 u(z,y,t) + a7 u(z,y,t) = c? pre) u(z,y,t) V(z,y,t) € Q x Rso. (1)



Durch geeignete Wahl der Zeiteinheit kann davon ausgegangen werden, dass die Materi-
alkonstante ¢ = 1 ist. Die Gleichung (1) ldsst sich somit wie folgt schreiben:

AU = Ut (2)

In diesem Seminar beschrianken wir uns zudem auf die spezielle Dirichlet- Randbedingung

ulr = 0. (3)

Damit die Losung eindeutig bestimmt werden kann (vgl. [2, S. 194ff.]), werden wir schliess-
lich folgende Anfangsbedingungen vorgeben:

u(z,y,0)

fz,y) (4)
ut(xa Y, 0) g

(z,y) (5)

Die Funktionen f, g : Q@ — R miissen dabei notwendigerweise auf £ mindestens zweimal
partiell differenzierbar sein und auf dem Rand I" verschwinden.

Es liegt somit ein kombiniertes Rand- und Anfangswertproblem fiir eine partielle Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung vor.

2 Die allgemeine Losung

Wir suchen zuerst eine allgemeine Losung des durch (2)—(5) charakterisierten Problems,
ohne uns um die Form des Gebiets 2 zu kiimmern. Hierfiir machen wir folgenden Ansatz:

Ansatz: u(x,y,t) = v(x,y) w(t)

Eingesetzt in (2) erhalten wir fiir v und w die Bedingungen

A ..
2v_v =: =\
v w
: : Av N :
Die Gleichung — = —\ ist dquivalent zur so genannten Helmholtz-Gleichung
v
Av+Aiv=0 (6)

Es handelt sich hierbei also um ein Eigenwertproblem mit der Randbedingung

v(z,y) =0 V(x,y) €.

Falls fiir die Gleichung (6) eine Losung v # 0 existiert, ldsst sich durch Multiplikation
von (6) mit v und Anwendung der Greenschen Formel zeigen, dass fiir den zugehérigen
Parameter X gilt:

A>0. (7)

Indem wir g := /X setzen, erhalten wir fiir die Funktion w somit die Bedingung

W+ pPw = 0. (8)



Hierfiir finden wir — beispielsweise mit Hilfe des «charakteristischen Polynomss> — die
allgemeine Losung
w(t) = acos(ut) + bsin(ut) a,beR.

Die Losungen der Gleichung (6) sind abhéngig von der Form des Gebiets 2. Eine explizite
Berechnung der Losungen fiir den Spezialfall, dass €2 ein Rechteck oder ein Kreis ist,
folgt im Abschnitt 3. Allgemein garantiert die Tatsache, dass es sich bei (6) um ein
Eigenwertproblem der Form Lv+ Av = 0 handelt und dass der Differentialoperator L = A
selbstadjungiert ist, die Existenz von reellen Eigenwerten

AM <A <A3<... mit lim )\, =

n—50
und zugehorigen Eigenfunktionen

{vp}nen mit v, Z 0 und v, € D, := {f € C2(Q)NC*Q); f|r =0},
welche in Ly(2) ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem bilden. Aus (7) wissen

wir ausserdem, dass A, > 0Vn € N.

Somit lasst sich v schreiben als
oo
V= Z Cn, Un,
n=1

mit geeignet zu wihlenden Konstanten ¢, € R. Fiir v erhalten wir dadurch

o0

u(z,y,t) Z (x,y)(an cos(pnt) + by sin(upt))  mit fo, := v/ Ap.

Die Funktionen u,(z,y,t) := vp(z,y)(an cos(int) + by sin(unt)) sind die so genannten
FEigenschwingungen der betrachteten Membran. Die Gesamtbewegung der Membran ist
somit eine Uberlagerung (Superposition) von Eigenschwingungen.

In der weiteren Analyse werden uns insbesondere jene Punkte (x,y) € Q interessieren, fiir
welche die Eigenfunktionen v, (x, y) verschwinden. Lings dieser so genannten Knotenlinien
bleibt die Membran bei der Ausfithrung ihrer Eigenschwingungen stets in Ruhe.

Die Koeffizienten a,, und b,, sind durch die Anfangsbedingungen (4) und (5) festgelegt:

On = /fa:yvnxy)dv

anH2

1
W /g(ffay) Un(l‘»?/) av
Q

9)
by, =



3 Spezialfille

3.1 Die rechteckige Membran

Wir betrachten nun den Spezialfall einer rechteckigen eingespannten Membran:
Q:={(x,y);0<z<a,0<y<b}

Die Randbedingungen lauten:

u(z,0,t) =0 wu(z,b,t)=0 0<zx<at>0
u(0,y,t) =0 ua,y,t) =0 0<y<bt>0

Wiederum gehen wir vom Ansatz u(z,y,t) = v(z,y) w(t) aus und suchen Losungen fiir das
Eigenwertproblem Av + Av = 0, wobei sich die Randbedingungen hier wie folgt schreiben
lassen:

Mit dem Ansatz v(z,y) = X(z) Y (y) ist (6) dquivalent zur Gleichung

X'(x) (Y”(y)
X(x) Y ()

+)\> = —v. (10)

Die linke Seite dieser Gleichung fithrt zusammen mit den Randbedingungen zum Eigen-

wertproblem
X"(z) +vX(z) =0 mit X(0) = X(a) =0.

Hierfiir finden wir die Eigenwerte v, = % und entsprechenden Eigenfunktionen X, (x) =
sin (722) (n € N). Fiir die rechte Seite von (10) stellt sich unter Beriicksichtigung der
soeben berechneten Eigenwerte v, das Problem

Y"(y)+ (A= 1) Y(y) =0 mit Y(0) = Y(b) =0,

—_——
—¢
wofiir wir die Eigenwerte §,,, = % und die Eigenfunktionen Y;,(y) = sin (%) (m € N)

herleiten kénnen.
Insgesamt sind somit

7T2n2 7'['271’L2 ™my

+ 2 und  Upm(z,y) = sin (T) sin (b) n,m €N

A =
nm a2

die Eigenwerte respektive Eigenfunktionen der Gleichung (6) in unserem Spezialfall. Eine
direkte Rechnung ergibt, dass (vnm|vpe) = 0, falls (n,m) # (p,q), und [|vnm|? = 2.

Unter Einbezug der Funktion w(t) erhalten wir somit die Eigenschwingungen

Unm (T, Y, 1) = (Anm co8(tnmt) + bum Sin(tnmt)) sin (%) sin (T5Y)



mit fipm = VApm = T/ (%)2 + (%)2, und die allgemeine Losung von (2) finden wir durch

Superposition der Eigenschwingungen:
o0 o0
u(z,y,t) Z Z (@nm €OS(fnmt) + brm SIN(finmt)) sin (T22) sin (T54)

Die Koeffizienten ay,, und b,,, lassen sich dabei konkret aus den Anfangsbedingungen
herleiten:

a b
4
Anm = %//f(:v,y) Vnm (0, y) dy dx
00

a b

//9(9:7 Y) vom (2, y) dy dx

00

bnm =

abiinm

Aus der obigen Formel fiir A, ist ersichtlich, dass je nach Wahl von a und b mehrfache
Eigenwerte auftreten konnen. Sind beispielsweise die Seitenldngen a und b identisch, so gilt
Anm = Amn fiir alle n,m € N. Andererseits sagen die Eigenwerte etwas {iber die Frequenz
der zugehorigen Eigenschwingungen aus. Aus dieser Tatsache erwichst die Motivation,
Linearkombinationen von Eigenschwingungen mit gleichen Eigenwerten hinsichtlich ihrer
Knotenlinien zu untersuchen. Im Folgenden sind fiir das Quadrat a = b = 7 einige
Beispiele dargestellt:

v =0 vz + vz =0 v13 + Fvs1 =0 v13 — 3v31 =0

2 2
vg3 =0 vig +v41 =0 vig + \/;1)41 =0 vg5 + 5U52 =0




3.2 Die kreisformige Membran

In einem zweiten Teil wollen wir uns nun dem Spezialfall einer kreisférmigen eingespannten
Membran zuwenden. Anstelle der kartesischen Koordinaten (z,y) verwenden wir hierfiir
die Polarkoordinaten (r,6). Ausserdem gehen wir davon aus, dass der zu betrachtende
Kreis den Radius 1 hat:

Q:={(r,0);0<r<1,0<0<2r}
Die Rand- und Anfangsbedingungen lauten:

u(l,6,t) =0 fir 0<60<2mt>0
u(r,0,0) = f(r,0)
ug(r,0,0) = g(r,0)

Entsprechend «iibersetzen> wir die Differentialgleichung (2) in Polarkoordinaten und er-

halten
Urr + 2up + ugy = gy (11)

Durch den Ansatz u(r,0,t) = v(r,0) w(t) ergibt sich die dquivalente Gleichung

1 1 .
Upp + 7 Ur + 72 V60 o w i\
v w

Fiir das vorliegende Problem von Interesse sind somit die Losungen von
1 1
Vpr + —Up + —5 099 + Av = 0. (12)
r r

mit der Randbedingung v(1,6) = 0 fiir 0 < # < 27. Um diese zu finden, betrachtet man
den Ansatz v(r,0) = R(r) ©(0), wodurch sich (12) als
TQR// 4 74]%/ @//

2_ Y .
7 + Are = 5 1o

schreiben und somit in das folgende Differentialgleichungssystem aufteilen ldsst:

PR"+rR +(M?—0)R=0 (13)
0"+00=0 (14)

Aufgrund der zu fordernden 2w-Periodizitét von © (die Funktion v wére sonst nicht ein-
deutig) erhilt man fiir (14) analog zu (8) die allgemeine Losung

©(0) = acos(nd) + bsin(nh),

wobei n := /o allerdings nur nichtnegative ganzzahlige Werte annehmen kann. Durch die
Substitution p(r) := rv/X lisst sich andererseits die Gleichung (13) in die folgende Form
bringen:

2 d’R dR

p dip2+pd7p+(p2in2)R:O (15)



Diese Gleichung wird nach dem deutschen Astronomen FRIEDRICH WILHELM BESSEL
(1784-1846) als Besselsche Differentialgleichung bezeichnet. Thre Losungen, die so ge-
nannten Besselschen Funktionen, kénnen im vorliegenden Spezialfall (n € Ny) explizit als
Potenzreihen angegeben werden:

= (2)" S g (2"

k=0

TN
\
08 | .
06 | \ - —— - Jo(o)
oal LA
' / VAR NN 1G]
;X A / ~
SN NN VTN .
02/ 7 o \ 7 >7 RN
L S N D VU B
///////\/ \ \ \\ ’{\ \// >/ \,’/\ / AN /\\\
= a7 L L \\\ L /’ \\ L < 2
2\ 4 V6 \\4 A ANELRA Ja(2)
\ % N4 ~
. / \ N N //\ /, )< \/\ %
-02 \ \ </ N/ L N - S=- | Ja(p)
X X N T
N o~
—04 | <

Abbildung 1: Die Besselschen Funktionen nullter bis vierter Ordnung

Die Losungen von (13) haben somit die Form

R(r) = Jn(p(r)) = Jn(ur) mit 1 = VA und n € Ny.

Indem wir die Randbedingung R(1) = 0 mit einbeziehen, ergibt sich fiir 4 die Bedingung

In(p) = 0.
Die Eigenwerte A = u? der Gleichung (12) sind somit die Quadrate der (unendlich vielen)
Nullstellen pin1, ttng, - .. der Besselschen Funktionen J,, n € Ny, und die Eigenfunktionen

sind von der Form

Unm (1, 0) = Jn(pnmr)(a cos(nf) + bsin(nh)).

Da a und b beliebige Konstanten sind und sin(nf) L cos(nf), n € Ny, kann jedes vy, in
die zwei linear unabhingigen Teile

v T = T ) COS(M un v T = T sin n
) (r,0) = Ju(pnmr) cos(nd) und o0 (r,0) = Jy(ptmr) sin(nb)

zerlegt werden, welche beide wiederum eine Eigenfunktion von (12) beziiglich des Eigen-
werts fnm, darstellen. Wir erhalten somit fiir die kreisférmige Membran die Eigenschwin-
gungen

Upm (1, 6,1) = (Anmv,(ﬁ%(r, 0) + Bnmvﬁ%(r, 0)) cos(fnmt)+

(Cnmv,(l%(r, 0) + Dyppv ) (r, 9)) sin(pnmt),



welche durch Superposition die Losung der Schwingungsgleichung (11) ergeben, wobei
die Koeffizienten A, Bum, Cpm und Dy, gemiss (9) aus den Anfangsbedingungen
herzuleiten sind.

Bei einer kreisformigen Membran sind die Knotenlinien jeweils Radien (@ = const.) be-
ziehungsweise Kreise (r = const.). Die folgenden Beispiele illustrieren die Nullstellen von
Uﬁﬁ)n fiir verschiedene Parameter n,m € N. Der Einheitskreis S' = 0 ist jeweils durch

eine dickere Linie hervorgehoben.

=0
4 =0
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